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11 de abril de 2014

Tiempo 2 h.

Calificación:

Ejercicio 1 (1 punto)

Demostrar que A8 tiene un elemento de orden 15

Ejercicio 2 (5 puntos)

En el grupo diédrico D9 = 〈g, s : |g| = 9, |s| = 2 y sg = g−1s〉 se considera el subgrupo N = 〈g3〉

a) Calcular el orden de cada elemento de D9

b) Demostrar que N es un subgrupo normal de D9

c) Listar todos los elementos del grupo cociente D9/N

d) Calcular el orden de cada elemento del grupo cociente D9/N .

e) Estudiar si D9/N es isomorfo a Z6, a Z2 × Z3, a S3 o a ninguno de ellos.

Ejercicio 3 (2 puntos)

Si ϕ : Z24 → Z18 es un homomorfismo entre los grupos (Z24,+24) y (Z18,+18), determinar justifi-
cadamente los valores que puede tomar ϕ([1]24) según sea el valor de |ϕ(Z24)| y obtener en cada caso
| ker(ϕ)|

Ejercicio 4 (2 puntos)

Encontrar, salvo isomorfismos, todos los grupos abelianos de orden 180. Dar los factores invariantes
de cada uno y estudiar cuáles de ellos tienen un elemento de orden 4.



Soluciones

Ejercicio 1

σ = (1, 2, 3)(4, 5, 6, 7, 8) = (1, 2)(2, 3)(4, 5)(5, 6)(6, 7)(7, 8) ∈ S8 es una permutación par ⇒ σ ∈ A8 y
se verifica que |σ| = mcm(3, 5) = 15

Ejercicio 2

a) |g| = 9, |s| = 2 y para todo r ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} es |gr| = |g|
mcd(|g|,r) ⇒ |g

2| = |g4| = |g5| = |g7| =

|g8| = |g| = 9 y |g3| = |g6| = 3, por otra parte para todo r ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} es (grs)(grs) =
gr(sgr)s = gr(g−rs)s = e por tanto |gs| = |g2s| = |g3s| = |g4s| = |g5s| = |g6s| = |g7s| = |g8s| =
|s| = 2.

b) N = 〈g3〉 = {e, g3, g6}, |N | = 3. Todo subgrupo H ≤ D9 con |H| = 3 verifica, por el teorema de
Lagrange, que ∀ a ∈ H con a 6= e es |a| = 3. Los únicos elementos de orden 3 en D9 son g3, g6

⇒ e, g3, g6 ∈ H ⇒ H = N , se deduce que el único subgrupo de D9 con orden 3 es N , por tanto
N ED9

c) D9/N = {eN, gN, g2N, sN, gsN, g2sN}, siendo:
eN = {e, g3, g6}, gN = {g, g4, g7}, g2N = {g2, g5, g8},
sN = {s, g6s, g3s}, gsN = {gs, g7s, g4s}, g2sN = {g2s, g8s, g5s}

d) |eN | = 1; (gN)3 = g3N = eN ⇒ |gN | = 3; (g2N)3 = g6N = eN ⇒ |g2N | = 3;
(sN)2 = s2N = eN ⇒ |sN | = 2; (gsN)2 = eN ⇒ |gsN | = 2; (g2sN)2 = eN ⇒ |g2sN | = 2.

e) (sN)(gN) = g2sN 6= gsN = (gN)(sN) por tanto el grupo D9/N no es abeliano, aśı que
D9/N 6≈ Z6 ≈ Z2 × Z3.
D9/N = 〈gN, sN : |gN | = 3, |sN | = 2 y (sN)(gN) = (gN)−1(sN)〉 ⇒ D9/N ≈ D3 ≈ S3.

Ejercicio 3

Por el corolario del primer teorema de isomorf́ıa |ϕ(Z24)| | mcd(24, 18)⇒ |ϕ(Z24)| ∈ {1, 2, 3, 6}.
Si |ϕ(Z24))| = 1⇒ ϕ([1]24) = [0]18, | ker(ϕ)| = 24
Si |ϕ(Z24))| = 2⇒ ϕ([1]24) = [9]18, | ker(ϕ)| = 12
Si |ϕ(Z24))| = 3⇒ ϕ([1]24) = [6]18 o ϕ([1]24) = [12]18, | ker(ϕ)| = 8
Si |ϕ(Z24))| = 6⇒ ϕ([1]24) = [3]18 o ϕ([1]24) = [15]18, | ker(ϕ)| = 4

Ejercicio 4

Si 22 = 4 = mcm(a, b)⇒ 22|a o 22|b, por tanto:
Z4 × Z9 × Z5 ≈ Z180, factores invariantes: (180), śı tiene elementos de orden 4: [45]180
Z4 × Z3 × Z3 × Z5 ≈ Z60 × Z3, factores invariantes: (60, 3), śı tiene elementos de orden 4: ([15]60, [0]3)
Z2×Z2×Z9×Z5 ≈ Z90×Z2, factores invariantes: (90, 2), no tiene elementos de orden 4: 4 6 |90 y 4 6 |2
Z2 × Z2 × Z3 × Z3 × Z5 ≈ Z30 × Z6, factores invariantes: (30, 6), no tiene elementos de orden 4: 4 6 |30
y 4 6 |6


